1. Iskazati i dokazati Teoremu o dovoljnim uslovima za postojanje
ponovljenih limesa.

Neka f:D(c R?*) —R inekaje (X,,Y,) € D tagka nagomilavanja domena funkcije. Ako
a) postoji lim ) f(x,y)=«a

X, ¥)=>(X0: Yo

b) za svako Y € R postoji X'LFQ f(xy)=w(y)
(x,y)eD
tada postoji ponovljeni limes lim lim f (X, y) i jednak je dvojnom.
Y= Yo X=X,
Dokaz: |1z a) sledi da

(Ve>0)(Fo >0)(V(x,y) e D) # (X Y,))
[ V) =0, o)< S = F(x y) —af <&

Pustajuc¢i da X — X, zbog neprekidnosti funkcije apsolutne vrednosti dobijamo da vazi

(Ve >0)(36 >0)(V(x,y) € D) # (X, ¥o))

J(%, )= (%, Yo)| <6 = <e

odnosno

(Ve >0)(35>0)(VY)|y-Yo|<d=|w(y)-al<e

Sto znadi da je )!IFTyW v(y)=«a
—Yo

lim f(x,y)—a
X—>Xg

2. Moore-ova teorema o razmeni dva limesa. Iskaz i dokaz.
Neka f:AxB > R,(ABcR, AB=0)i (X, Y,) € AxB.Ako vazi

a) (VyeB)postoji lim f(x,y) =y(y)

by 3 Jlr? f (X, ¥) = @(X) uniformno po X na skupu A,

tada postoje oba ponovljena limesa kao i dvojni i svi su medusobno jednaki.

Dokaz:
Zbog a) vazi:

(i) (YyeB)(Ve>0)(36,>0)(Vxe A) 0<|x—x,|< 8 =|f(xy)-w(y)| <%
Zbog b) vazi:
(i) (Ve>0)3s,>0)(VyeB) 0<|y—y,|<d, = (vVxe A)|f(X,y)—p(X)| <%

Dokazaéemo da funkcija zadovoljava Cauchy-jev uslov za postojanje limesa, odakle ée zbog
kompletnosti prostora R? slediti tvrdenje.

Neka su(X',y") i (X", y") elementi takvi da je |X'=X,| <&, [X"=X,| <& i |[y'=y,|< 5,
\y"— yo\ <&, pricemu (X,y"),(x"y") e AxB i §=min{5,,6,}.

Tada za proizvoljno fiksirano )7 € B vazidaje

[FOy) = F Oy <O Y) = DI+ (9 = F (YY) <

<|F (LY )=o)+ o) = £ 9)]+|F (x4 9) - F (X" y")|<

E ¢ A
<—4+—+[f(x,y)=f(x", y<
e MCHIERICED)]

s2—Ef+\f(x',9)—',1/(§')\+\!//(37)—f(x“,)7)\+\f(x",9)_<D(><'-)‘+‘¢(X..)_f(x..’y..)‘S
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Cauchy-jev uslov postojanja dvojnog limesa

(Ve >0)(3>0)(V(X', Yy )= (% Yo)), (X", Y ) (X%, Yo)) € D)

0 y) = O v < 80 0y =t Yo < 5 = £ (X y) = Xy <
U nadem slu¢aju imamo da za & =min{4&,, 6, } vazi da je

X=X,y = Yo < (X', ¥) = (%, V)| < &

X=X o[y "= Yo <[ (X", y ) = (%, Yo )| < 6

Dakle, vazi Cauchy-jev uslov konvergencije te dvojni limes postoji.

&

3. Definisati pojmove parcijalnog izvoda i diferencijabilnosti
funkcije viSe promenljivih.
Nekaje f:D(c=R") —> R, D otvoren skup. Parcijalni izvod funkcije f po promenljivoj X; u tacki

(x,...,X°) definigemo pomoéu

f(x),..., x+h ... x%)—f(x,...,x0)
™ .

8f 0 0 L
8—)(i(x1,...,xn)—L|£rg

Nekaje f:D(cR") — R i Dotvoren skup. Funkcija f je diferencijabilna u tagki (X{,...,X’) ako
postoji linearna funkcija A(X,...,X,) € L(R",R) takva da vazi

o £ O 4 e X240 = £ (e X0 = ACE e X))

|h[->0 HhH
(hy-hy)—(0,...,0)

=0

Vrednost A(X/, ..., X. ) nazivamo izvodom funkcije f utacki (X°,....,x°) i oznagavamo sa
F0C, 0 X0).

4. Iskazati i dokazati Teoremu o potrebnim uslovima diferencijabilnosti.
Neka je funkcija f : D(c R") = R diferencijabilna u tacki X, = (X_,...., X, ) € D . Tada postoje
parcijalni izvodi, po svim promenljivim u toj tacki.

Dokaz:

MUnkcija f :D(c R") = R diferencijabilna u tagki X, = (X,....,X) € D tada vazi
! FOC 4N, X0 )= £, X0) = 1,0, XN (... 1)
L ]

Specijalno ako bi (h,,....,h)=(0,..., h ,...,0), h =h, Vi, i=1...n = (0,...., h ,...,0)=he

gde je (el,...,en) standardna baza prostora R" tada bi gornji limes bio

[0 X 40, X)) = £ O X)) = (X, X0)hE .

=0

lim
h—0 h
0 0y _ 0 0
i O X R ) P X0) g0 x)e|=0
h—0 ‘ h
0 0y _ 0 0
im f(xl,....,xi+h,..-r,]Xn) PO X) _ o, 30y

Ova jednakost postoji za Vi, 1 =1,....,N pa sledi da postoje parcijalni izvodi po svim promenljivim O



5. Iskazati i dokazati Teoremu o jednakosti mesovitih parcijalnih izvoda.
Navesti iskaz pomocne leme koja se u dokazu koristi.

Nek f:D(cR") >R, D ot kolina tagke (X°, y°) kafafazf toj
[ -
eka je otvorena okolina tacke Y~ ) ineka ox’ oy i 2yox postoje na
kolini D . Ako j i kidna funkcija u tagki (x°, y°)tad toji u toj tacki ot Zidaj
OoKolini . oJe ayaxnepl'e Idna Tunkcija u tackli ,y ada postoji U 10) tackli axay I vazi da je
X7, X
8y8x( y')= 88y( ¥,

Dokaz:
Bez ogranitenja opstosti mozemo pretpostaviti da je (X°, ¥°) = (0,0) . Pozivajui se na slede¢u lemu:

“Neka je D < R?otvoren skup koji sadrzi tacku (0,0)inekaje f:D — R funkcija koja ima parcijalne
2

0 afx (0,0) neprekidna funkcija u (0,0) . Ako je
A(h,k) = f (h,k)— f (h,0)- f(0,k)+ f (0,0)

izvode na D . Neka je

tada je
(0 0) = lim Alhk)
ay g bk
Onda imamo da je
2
(1) of (0,00= lim A(h’k),
0yoX (hk)—>(00)  hk
odnosno
2
(Ve>)(35>0) 0<|h|<sA0<k|<s :%A(:I;k)—gyaf (0,0)|< ¢
X

S druge strane imamo da je

2 ”mA(h,k)zilim{f(h,k)—f(h,o)_f(O,k)+f(0,0)}
k-0  hk h k-0 k k
1| of of
A h0)-9 0,0
h{é‘y( ) ay( )}

Zbog (1) imamo da je

2
lim A(h,k) B o f
k>0 hk Oy OX

(3) (0,0)| < & odakle zbog (2) sledi da je za 0 < ‘h‘ < O ispunjeno

82
0y OX

(0,0)|< e

h{ oy oy
Uzimajuci Lerg u prethodnom uslovu dobijamo da je
-
52 f
5)’ a)/

1[ﬂ(h,O)ﬂ(o,O)j

(0,0) sto je trebalo dokazati.



6. Iskaz i dokaz Taylorove teoreme za funkcije viSe promenljivih.
Neka funkcija f :D(c R") — R inekatéka a€ D .Nekaje f € C"(D) inekaje tatka b € D takva
da duz koja spaja tacke cela lezi u D . Tada vaZi Taylor-ova formula

f(b) = f(a)+% f '(a)(b—a) +% f "(@)(b—a)? +

1
+—
(n=-1)!

zaneko C=a+tb, te[0,1].

F @) b-a)"? + - £ ()b -a)"

Dokaz:
Posmatrajmo pomoénu funkciju @(t) = f(a+th) : [0,1] > ab < D gde je ab oznadena duz koja
spaja taCke a i b . Na osnovu Taylorove formule za funkciju jedne promenljive imamo da vazi:

o) =00)+, (0(0)(1 0)+ ¢"(0)(1-0)" +

1 (n 1) (n-1) (n)
+(n_1)| 0)2-0) +n (t,)(L-0)"
f(b) = f(a)+i f '(a)h+a f "(a)h2 +
1 (n—l) (n-1) (n) (n) —h_
+—(n—1)l @h"+— f ©h™  (h=b-a)

7. Iskazati i dokazati Teoremu o potrebnim uslovima za postojanje lokalnoq
ekstremuma.

Ako f:D(cR") — R utatki ¢ € D ima lokalni ekstremum i ako je u toj tacki diferencijabilna tada je

f '(c) =0, odnosno svi parcijalni izvodi funkcije f u tagki C su nula.

Dokaz:
Posmatrajmo funkcije

l//|(x)_ f(cl’ ’ i-1 X C|+1’ Cn)
za sve funkcije 1 =1,...,N. Kako su date funkcije restrikcije funkcije f na skup

DN ({c.}x{c,}x---x{c }x Rx{c,} x--{C,}) one utacki C; imaju lokalni ekstremum. Na osnovu

. of :
Fermat-ove teoreme imamo da je ¥;(C,) =0 za svako i =1,...,n odnosno —(¢) =y, (c;) =0

OX

8. Teorema o dovoljnim uslovima postojanja bezuslovnhoq ekstremuma.
Skica dokaza.

Neka funkcija f :D(c R") — R inekaje ¢ € D unutrainja tadka. Ako je tatka C stacionarna

(parcijalni izvodi funkcije f utacki C jednaki nuli) i ako su drugi parcijalni izvodi neprekidni u nekoj
okolini tacke C tada vazi:

a) Ako je tatka f "(c)(h)* >0 za svako h =0 tada f ima lokalni minimum u ta&i C .
b) Ako je tagka T "(€)(h)* <0 za svako h#0 tada f ima lokalni maksimum u tagi C.
c) Ako drugi izvodi imaju razligite vrednosti za razliito h tada u tacki C funkcija nema lokalni ekstrem.

Dokaz:
Iz Taylor-ove formule imamo da je u okolini tacke C funkciju moguce predstaviti sa



fO)="f(c)+f '(C)(X—C)+% fr(®)(x—c)* za Xelc,x].
Kako je tatka C stacionarna imamo daje f '(C) =0, odakle dobijamo da je
(M fx)= f(C)+ f "(X)(x—c)?

a) Kako je funkcija T "(c)(h)® neprekidna ona na skupu svih h takvih da je HhH =1dostize svoj

minimum, koji éemo oznagiti sa M i pritom vazi daje m >0 jerje f "(c)(h)’ > 0. Sa druge strane,

m
zbog neprekidnosti funkcije f "(X)(h?) >m—¢ za proizvoljno & >0 dovoljno malo. Neka je € = o

n m
tada postoji okolina U takva da je f (X)(h)2 > E za svako X € Uisvako h za koje je Hh” =1.Imamo

da se tada X moze napisati u obliku X =C+th gdeje t >0.Kako X € U takode,
iz (1) dobijamo da je

f(X)= f(c)+ - (R)(th) = f(c)+—t f"(R)(h)? =

1tm
> f(c)+———> f(c
()2'2 (c)

odnosno u tacki C je (strogi, lokalni) minimum.

b) Dokaz je sli¢an dokazu pod a), samo se polazi od pretpostavke da funkcija f "(C)(h)? dostize

maksimum koji je po znaku negativan, jer je f "(c)(h)’ <0.

c) Kombinujuéi a) i b) dobijamo da postoji okolina tatke C na kojoj za neko X, vazidaje f(x)> f(c),
azaneko X, daje f(X,)< f(C) teutacki C nije (lokalni) ekstrem.

9. Uslovni ekstremum funkcije vise promenljivih. Lagrange-ov postupak.
Tagka X = (X, X3, ....., X°) je uslovni ekstremum funkcije f :D(c R") = R ako je ekstremum i ako
zadovoljava unapred postavljeni sistem uslova

¢l:(X1’X2, ----- ,Xn):O

¢m:(X1,X2, ..... ’Xn):0

Uslova mora biti manje M <N od dimenzije prostora funkcije. Za nalazenje uslovnog ekstremuma
formiramo pomo¢nu LagranZeovu funkciju koja zavisi od N promenljivih X;, X,,....., X, iplus od

M novih A4, 4,,....... , A, promenljivih. LangranZeova funkcija ima oblik

L(X,, Xy s e Xy Ay Ay An) = T (X Xy ,xn)—zmzﬂk(pk(xl,xz, ....... ,X)

Kandidati za ekstremne vrednosti su one tacke za koje su parcijalni izvodi langrazeove funkcije po svim
promenljivim (X, Xy ... Xy Ay Ay ,A..) jednaki 0. Priroda tacke zavisi samo od drugog totalnog

diferencijala funkcije L kada se ona posmatra samo kao funkcija od n promenljivih X;, X,,....... X, nei
od novih uvedenih A, 4,,....... , 4, . Tada, ako je u nekoj tacki drugi totalni diferencijal veci od 0 ta tacka

je minimum, a ako je manji od nule ta tacka je maksimum. Za slu€aj kada je drugi totalni diferencijal

funkcije L jednak 0 tacku smatramo sedlastom, mada dodatna ispitivanja mogu dokazati da taCka moze
biti ekstrem.



10. Definicija krivolinijskoq integrala prve vrste.
Neka je kriva C neprekidna, prosta, rektificibilna, zadana parametrizacijom

X = X(t)
C:(x,y,2)eR*{y=y(t), te[a,b]
z=12(t)

Neka je podetna tacka krive oznagena sa S, . Krivu C podelimo tatkama S, = Ay, A ..., A, (=krajnja

o —

tacka) na proizvoljan nacin. Izbor ovih tacaka zovemo podela P krive C , i neka susa A A ., oznadene
duZzine lukova.

J——

Neka nadalie 0, oznadava duzinuluka A A, (k=0,1,...,n—-1). Na svakom od lukova A A .,
izaberemo proizvoljnu tasku M, =M, (p,q,r), (k=0,1,...,n—1). Neka je data funkcija

f :D(c R®) = R, koja je definisana u svim tackama krive C . Sa ¢ oznagimo Darboux-ovu sumu

n-1
o= Z f(M,)o, .Nekaje A= max o, . Ako postoji konstanta | tako daje lim o =1 odnosno ako
k=0 0<k<n-1 A—0,

je ispunjen sledeéi Cauchy-jev uslov:
(31 €R)(VP)(YM, € AA (Ve >0)(36 =6(2) > 0) A < 5 = |0~ 1| < & tada za funkeil

f kazemo da je integrabilna u smislu krivolinijskog integrala prve vrste po krivoj C . Broj | nazivamo
krivolinijski integral | vrste funkcije f duz date krive C i oznaéavamo ga na sledeéi nagin

| = (|)I f (X, y,2)ds . Pritom ¢e umesto simbola j stajati CJ.) ako znamo da je kriva C po kojoj
C
integralimo zatvorena.

11. Definicija krivolinijskog integrala druge vrste.
Neka je kriva C neprekidna, prosta, rektificibilna, zadana parametrizacijom

X = X(t)
C:(x,y,2)eR*{y=y(t), te[a,b]
z=12(t)

Neka je pocetna tacka krive oznacena sa SO. Krivu C podelimo tackama S0 = AO, A,..., A (=krajnja

—

tacka) na proizvoljan nagin. Izbor ovih tadaka zovemo podela P krive C , i neka susa A A ,
.k =0,1,...,n—1 oznacene duzine lukova.
A

Ay

Neka je aX, = X..; — X, gde je X, projekcija tacke A, na x osu. Formirajmo sumu:



n-1

n-1
GZKZ; f(My)ax, :kz;, f(p.g,r)ax,.

Nekaje 4 = max aX, dijametar podele P. Ako postoji konagan realan broj | tako da vazi Jim o=1

—0,

tada broj | nazivamo krivolinijski integral druge vrste funkcije f duz krive C po x osi. Broj

| oznagavamo sa | = (“)I f(X,y,2)dX . Akoje C zatvorena kriva oznaka je: | = (II)gS f(x,y,z)dx.

Analogno se definiSe krivolinijski integral druge vrste poy i z osi.
Neka su date tri funkcije (potpuno nezavisne jedna od druge) P(X, Y.2),Q(X, y.z),R(X,y.z2):R* > R |
neka su definisane duz navedene krive C . Za funkciju P definiS§emo krivolinijski integral druge vrste po

x osi, aza Qi R defini§emo iste integrale po osamay i z respektivno. Tada se krivolinijski integral
druge vrste definiSe kao

| =Ide+Qdy+ Rdz = (||)j P(x,Y, z)dx+(II)IQ(x, y, 2)dy +(II)IR(X, y, 2)dz

12. lzracdunavanje krivolinijskog integrala druge vrste.
Neka su date funkcije P,Q,R:C — R koje su neprekidne u svim tackama krive C, pri cemu je kriva

C data u parametarskoj formi. C : X = X(t), y = y(t),Z = z(t) pri gemu je —0 < @ <t < ff < 400 tako
da su funkcije X,Y,Z, X", Y, Z" neprekidne na segmentu [, S].

Tada se integral | = J- Pdx +Qdy + Rdz svodi na Rimanov integral na slede¢i nagin:
C

(P(x(t), (1), 2(t)) x'(t) + Q(x(t), y(t), 2(t)) y (1) + R(x(t), y(t), z(t)) z'(t) ) clt

R

13. Teoreme o nezavisnosti krivolinijskoq integrala druge vrste od puta
integracije.

T1: Integral | = I Pdx +Qdy + Rdz ne zavisi od puta integracije ako i samo ako postoji neka

C
funkcija (X, Y, zZ) > U(X, Y, Z) takva daje Pdx+Qdy+ Rdz totalni diferencijal te funkcije tj ako je
ou ou
du=—dx+ —d +—dz_de+ dy + Rdz —=P —= =
o oy y 2 Qdy odnosno ako je o 6y QI

T2: Izraz Pdx + Qdy + Rdz je totalni diferencijal neke funkcije (X,Y,z) = U(X,Y,Zz), ako vaze
sledeci uslovi

.. oP_0Q R @ oP R
()8y 8xay oz o ox

P=P(x,y.2),Q =Q(X, y.2), R = R(X, y.Z) su neprekidne funkcije.

14. Pojam dvojnoq, trojnog i viSestrukoq integrala
Neka je data funkcija f : R? > Rineka je dat neprazan skup 0= D R? , koji moze biti otvoren ili

zatvoren. Neka je dom f =D i pretpostavimo da postoji konstanta M >0 takva daje za V(X,y) € D
ispunjen uslov : |f(x, y)| <M . Podelimo oblast D, podelom P na podoblasti, D,,D,,...... , D, tako da
vazi

M) (VieN)D,eDAD, #0,

(ii) UQ:D



(@iif)  (intD,) N (int Dj) =0; Vi,]=12,..,n; i# ]
(Ovakva podela se naziva razbijanje oblasti D na podoblasti Di ). U svakoj oblasti Di izaberimo

proizvoljnu tacku T,(X,y) € D, (1<i<n).Sa A oznagimo maksimum od dijametara
oblasti D,: 1= max A, gde je 4 =diam(D,) = sup (d(A, B).

1<i<n A,BeD;

n
Izrazom O = Z f (T,)mes(D;) , gde mes(D,) oznagava povrsinu oblasti D, ,defini§emo Darboux-ovu
=)

sumu funkcije f nad oblaséu D za podelu P iizbor tadaka T, .

Ako postoji konstanta | € R takva da za svaku podelu P :D,,D,,......, D, i za svaki izbor tataka T.u
podeli Piza V& > 0 postoji 0 =0(g) >0, takvo da vazi implikacija:
/1<5:>‘O'—|‘<8,tadava2i:

a) Funkcija f se naziva integrabilnom funkcijom u smislu dvojnog integrala nad oblasé¢u D .

b) Tada se broj | naziva dvojnim integralom funkcije f nad D uoznaci | = ” f (x, y)dxdy
D

Veoma sli¢no i pod sli¢nim uslovima definiSemo trojni (trostruki), a takode i viSestruki integral. Darboux-

n
ova suma u tom sluéaju ima oblik o = Z f (M )mes(V,), pri éemu mes(V, ) oznaéava zapreminu
=

odnosno n-dimenzionu zapreminu podeone ¢elije Vk . Trojini integral ozna¢avamo sa

=[] 06y, 2)dV | andimenzionisa | = [[[ -] F(Xiporr X )AV

15. Zamena promenljive u dvojnom i trojnom inteqgralu

Posmatrajmo dvojni integral | = H f (X, y)dxdY i pretpostavimo da se smenom X = X(p, Q)i
D

Yy =Y(p,®), gde se nove promenljive nalaze u nekom domenu (p,p)eAc Rz, skup A c R? slika u

D c R?, prigemu su X=X(p,0)i Y = Y(p,®) jednoznaéna i glatka preslikavanja. Tada vazi da je
| =[] £ (x )dxdy = [[ £ (x(p.0). (. 0)) || d oo,
D A

gde je J Jacobieva determinanta J :Mpreslikavanja x=x(p,0)i Yy=Y(p,0).

D(p,9)

Posmatrajmo trojni integral | = ” f (X, y,2)dxdydz  pretpostavimo da se smenom
v

X=X(0,6,9),Yy=Y(p,0,p)i z=1(p,0,9), gde se nove promenljive nalaze u nekom domenu
(p,6,0) e AcR? skup Ac R® slikauV < R®, prigemusu X=X(0,6,0),Y=Y(p,0,0)i
Z= Z(,o, 0, (0) jednoznacna i glatka preslikavanja. Tada vaZzi da je

| =[] £ (x )dxdydz = [[ £ (x(2,0.0). ¥(0.0.0). 2(p.0.9))3|d pd 0,

D(x.y.2)

gde je J Jacobieva determinanta J =
D(p.0.9)

preslikavanja X = X(0,0,0),y =Y(0,0,0)i
L= Z(,O, 0, (0) .



16. Green-Riemannova formula. Iskaz i dokaz
Neka su P,Q:D — R, neprekidno diferencijabilna preslikavanja oblasti D = R?, koju ograni¢ava
zatvorena kriva L. Tada vazi

P
cJSP(x, y)dx +Q(X, y)dyzﬂ 88_(3+Z_y dxdy

Dokaz:1zvrS§imo dokaz za dovoljno jednostavne oblasti.
YA Y=Y

S = i

5 | | Q

V=V.(x)

-
a b X

Pretpostavimo da je data oblast D — R?i pretpostavimo da je ova oblast ograniéena zatvorenom

konturom L = PQRS, koja je definisana na slede¢i nacin: y, = y,(x),y =Y (x), a< x<b, pri éemu je

vx e[ab], y,(X) <Y (x)iordinatama x=a,y=b. Tada na osnovu Newton-Leibnitzove formule imamo

da je

b Y (x) b b *
I—”—d xdy jj2—;dy=jP(x,Y(x))dx—jP(x,yo(x))dx=
a yo(x) a a

= j P(x, y)dx+j P(x,y)dx = 95 P(x,y)dx = —CJS P(x,y)dx
SR QP L L
(yzbog | POGY)AX =] P(X, y)AX =0 jerje dx—o0.
RO PS

Posto se analogno moZze izvestida je J = ”g—gdxdy = SBQ(X' y)dy sabiranjem integrala | i J dobija se
D Lt

zadato tvrdenje Cime je dokaz zavrSen.

17. Pojam povrsSinskoq integrala prve vrste

Neka je data povr§ S € R® koja zadovoljava sledeée uslove:

1. deo po deo glatka (tj. Sastoji se od unije najviSe prebrojivo mnogo glatkih povrsi kod kojih se u
svakoj tacki povrsi, osim u rubnim tackama, moze postaviti tangentna ravan i to na jedinstven
nacin).

2. ograni¢ena

3. rektificijabilna (to je ona povrs koja ima konaénu povrsinu).

Neka imamo podelu povrsi P:S,,S,,.....,S, povrsi S za koju vazi:
M) Vi=12,..,nje S eS
(i) Js =S

i=1

(i) Vi, j=12,.,n;i# jvazidaje (intS)(intS;)=0
U toj podeli na proizvoljan nacin biramo tacke M, =M, (X, V¥,,z,) €S, (I<k<n).



n
Neka je 1 = max d(S,) isa o= Z f (M, )mes(S, ) oznagena Darboux-ova suma, gde je f:S —>R

<i<n k=1
ograni¢ena funkcija definisana u svim tackama povrsi S .
Ako postoji realan broj | takav daza Ve >0, 36 =5(g) >0 i VPi VM, €S, vazi:
A<S=|o—Il|<¢.Tada:
a) broj | nazivamo povrsinski integral prve vrste funkcije f po povrsi S.
b) Za funkciju f kazemo da je integrabilna nad S u smislu povrsinskog integrala prve vrste
c) Broj | oznagavamo sa | =<J;f> f(x,y,z)dS
s
18. Pojam povrsi u prostoru, pojam jednostrane i dvostrane povrsi,
definicija strane povrsi.
Povrs u prostoru R3jeste podskup tagaka prostora R?, takav da obrazuje neku prostornu povrs.

A _
Z% s .

Y

X

Pretpostavimo da je data glatka povr§ S € R*, pri &emu je rub ove povrsi izvesna zatvorena kontura C .
U proizvoljnoj tacki N ove povrsi povuéemo jedinstvenu normalu i (fi L S)i opiSemo kroz podnozje
normale konturu Lc S takvudaje LNC =Y.
Pomeramo nduz L. Imamo dva slu¢aja:
1. Setajuéi fi duz konture L posle povratka u taéku N normala fi moze da se vrati u svoj polazni
polozaj zadrZzavajuci odgovarajucéi smer.
2. Moze da se desi da posle obilaska te konture, vektor n dode u polozaj ili poziciju sa
smerom suprotnim od pocetnog smera u tacki N .
Ako za svaku konturu L — S normala zadrzi isti smer kao i u po¢etnom polozaju N , tada se za
povr§ S kaze da je dvostrana (Sfera). Nasuprot ovome, ako postoji barem jedna kontura L takva da
posle njenog obilaska vektor i promeni svoj smer tada za povr§ S kazemo da je jednostrana
(Mebijusov list).

Definicija strane povrsi

Izaberimo u dvostranoj, deo po deo glatkoj, ograni¢enoj i rektificibilnoj povrsi S jednu tacku P i u njoj
postavimo normalu i (A L S), pri éemu izaberimo na proizvoljan nacin i fiksirajmo jedan od dva
moguc¢a smera. Mimo ovoga uoc¢imo tatku X na S. Zatacku X itacku P kazemo da pripadaju istoj
strani dvostrane povrsi S ako za svaku konturu L koja sadrzii P i X , ali ne seCe granicuod S,
normala N posle obilaska te konture zadrzava isti smer kao i u po¢etnom polozaju.




19. Definicija povrsinskoq integrala druge vrste.

Ukoliko je na povrsi S — R®izabrana jedna strana povrsi (na primer “spoljna“), tada za povr$ kazemo da
je “orjentisana®“.
Definicija povrsinskogq integrala druge vrste po Oxy-ravni:
Neka povr§ S c R® zadovoljava sledeée uslove:
1. deo po deo glatka,
2. ograni¢ena,
3. rektificijabilna (tj. mozemo da odredimo povrsinu povrsi),
4. dvostrana (orjentisana je),
5. na S je izabrana jedna strana povrsi (spoljna!).
Neka je u svakoj tacki povrsi S definisana funkcija R(X,Y,z):S — R ineka je ona ogranienana S (tj.

K >0:|f(x,y,2)|<K,V(x,y,2)€S).

Nekaje P=S,S,,.....,S, proizvoljna podela S na orjentisane povrsine S, (1<i<n).

Svaka podpovrs orjentisana je naisti nacin kaoi S.
Projektujemo S; na Oxy ravan i neka su D, (1<1i < n) veli¢ine povrSina tih projekcija.

Naka je 4= max d(D;), gde su d(D,) dijametri povrsi D, . Proizvoljno biramo tacke:

M, =M,(X,y,2) €S, (L<i<n).Darbouxovu sumu za povrsinski integral po xOy ravni defini§emo

pomocu: o = Z R(M,)-D, gde D, ima znak + ako je odabrana spoljna strana.
i=1

Ako postoji konstanta | € Rtakva da za Ve >0,36 =d(¢) >0,VP,,VM, €S, vazidaje

A<8=|o—1|<¢ tadaje:

—

limo=1
A—0"

2. Funkciju R nazivamo integrabilnom u smislu integrala druge vrste po Oxy ravni.
3. Broj | nazivamo integral druge vrste na S po Oxy ravni.
4

| = J'J' R(X,y, z)dxdy .

Strane povrsi oznac¢avamo sa S* (spoljna strana) i S (unutrasnja strana).
Sli¢no uradimo po Oyz i Ozx ravni za funkcije P =P(X,y,2)i Q=Q(X,y,z). Tada se

I :H P(x,y,2)dydz + Q(X, y, z)dzdx + R(X, y, z)dxdy
A

Zove povrsinski integral druge vrste po spoljnoj strani povrsi S .

20. Veza povrsinskih integrala prve i druge vrste.

Neka je fi(cos«,cos f3,cos y) jediniéni vektor normale na datu povr$ S («, 3,7 su uglovi koje i zaklapa
sa X,y,z osama). lzdelimo S na veoma male povrsi, kojima dodeljujemo po vektor fi. Neka je

mes(D,) mera povrsine projekcije povrsina S; na Oxy ravan. Tada imamo da je

mes(D. dxd
mes(D,) = |cos yi| , odnosno (—y = COS 7), pa je mes(D,;) =mes(S,;)-cosy, (y;uizabranoj tacki).
mes(S;) dS

Obzirom na prethodno, Darbouxova suma kojom se definiSe integral po xOy ravni postaje

a=zn:f(xi, Y;,Z,)cosy, -mes(S;) = | =ﬂf(x, Yy, z)cos ydS

i=1 S
Dakle vazi:

(Il)gfj} Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = (I)@ (Pcosa +Qcosf+ Rcosy)dS
S S




21. Stokesova formula. Iskaz i dokaz.
Stokes-ova formula predstavlja vezu izmedu povrsinskog integrala Il vrste i krivolinijskog integrala Il
vrste.

Neka je S — R® prosta (ne se¢e samu sebe), glatka, dvostrana povrs, ograniéena deo po deo glatkom
konturom L, pri éemu na povrsi S biramo spoljnu stranu, a na L izvesnu pozitivhu orijentaciju kretanja.
Neka je data funkcija P = P(X, Y, z) koja je neprekidna zajedno sa svim svojim prvim parcijalnim
izvodima po svim promenljivim X, Y, Z ito u oblasti S L. Pod svim ovim uslovima tada vazi:

oP oP
(i) (1) | Pdx = (1Nqp —dzdx — —dxdy
{ {ﬁ 0z oy

A

Pretpostavimo dalje da jo$ uvek vaZe sve pretpostavke koje se odnose na S U L, ali da su date jo$ dve
funkcije Q =Q(x,Y,2)i R=R(X, Y, z) koje zadovoljavaju analogne pretpostavke. Tada vaze i sledece
dve formule:

(i) (INJ Qdy = (INg} aax xdy - —- 9 ~-dydz
(iii) (II)_L[ Rdz = (Il)c_E}S %dydz —%dzdx

Zahvaljujuéi formulama navedenim pod (i), (ii) i (iii) tada sleduje da vazi i sledeca jednakost, koja se
naziva Stokes-ova formula, i koja glasi:

CoOSa COSf CcoSy
0 0 0
Pdx +Qdy + Rdz = (Il — — — |dS =
{ Qo ( )CES OX oy 0z
P Q R
_4]5 @—@ ydz+(@—a—jd 2dx+| 22 - ey
oz 0oX OX oYy

gde je = n(cos o, C0S f3,€0s y) jedini¢ni vektor normale postavljen na povrsi S u tacki (x,y,2) €S (u
stvari u tekucoj tacki (X,y,z) € S miimamo a =a(X,V,2), = L(X,Y,2),y =y7(X,¥,2)).

Dokaz:

Neka se parametarskim funkcijama X = X(u,V),y = y(u,v),Z = z(u,V) povr§ S jednoznaéno preslikava
na Ae R2 (pri tome se kontura L preslikava na konturu A).

OX OX
Kako u tom sluaju iz X = X(U,V) = dx = Edu + Edv imamo da je



dex:(II)I(PS—z)du+( gjdv

Prema Green-ovoj formuli dobijamo da je:

dex (||)jj( u( 6vj aﬁv( auD H(—B——c] g;js zdx——dxdy

S

Analogno se dokazuju i jednakosti (ii) i (iii) Cime je formula dokazana.

22. Formula Gauss-Ostrogradskog. Iskaz i dokaz.
Ova formula omogucava da se sa povrSinskog integrala druge vrste prede na trojni.

Neka je V kompaktan (zatvoren i ograni¢en), povezan skup u R?, &iji je rub deo po deo glatka povrs.

Meka su P,Q,R:V — R® neprekidno diferencijabilne funkcije. (Dovoljno je da budu neprekidni oni
parcijalni izvodi koji u formuli uestvuju). Tada vazi formula :

Hj ® aQ gR dxdydz = (11)§} Pdydz + Qdzdx + Rdxdy
Z S

Dokaz:

= A G

z=Z(x.y)
S, 7 [ e
VD

Z=7,;(X.¥)

S~

-
Y
X
il - R

< Db >

Dokaz ¢emo izvrsiti za telo koje je zadato sledec¢im jednacCinama. U skladu sa oznakama na crtezu
pretpostavimo da su date dve funkcije S;:z=7,(X,y), S,:z2=2Z(X,y), gde je (X,y)e D igde je

ispunjen slededi uslov z,(X,y) <Z(x,y)za V(X,y) € D. Povr§ S,je ortogonalna na xOy ravan. Povrsi
S,,S,i S; su deo po deo glatke povrSi. Neka je takode sa S oznacena spoljna strana povrsi

S =S5, US,US,. Mimo ovoga pretpostavimo da je oblast D ograni¢ena izvesnom konturom K koja je
deo po deo glatka. Imamo da je

M—dxdydz = _U dxdy I a—dz =

2, (x,y)

” R(X, Y, Z(x,y))dxdy — ” R(X, Y, 2,(X, y))dxdy =

<ﬂ>R(x y, Z)dxdy +<ﬁ> R(X, Y, z)dxdy+£<]j$ R(x,y,z)dxdy =0 — dx i dy na$S, jednake su Oj

3

S[ﬁ R(X, Y, z)dxdy
S

Dakle dobili smo da vazi (i) j H%dxdydz = @S R(x, y, z)dxdy .
\% S



Analogno se dokazuju sledece dve veze:

(i) JJIZ—zdxdydz = {_,f) P(x,y, z)dydz

(iii) J'y%dxdydz = <E[>Q(x, y, z)dzdx

23. Pojam vektorskoq polja. Gradijent, divergencija i rotor. Klasifikacija
polja.
e Pretpostavimo da su date tri realne funkcije: P,Q,R:R*® — R . One definsu vektorsko polje
A:R® - R® opisano jednako$éu A(F) = P(F)-i+Q(F)- j+R(F)-k

e Ako je data funkcija u=u(x,y,z):R® —> R tada vektor Vu =grad u =a—uf+a—uf+a—ulz
ox oy 0z
nazivamo gradijent funkcije U .
oP 0Q OR . . .. S . A
o lzraz 8_+E+8_ naziva se divergencija vektorskog polja Ai oznacava se na sledeéi nacin
X z
f+@+@:divﬂ. Inage jasno je divA=V-Agde je V:ii+i ] +ik.
oXx oy oz ox oy~ oz

e Zapolje Arotor, u oznaci rOtAje definisan sa: rotA =

T Q| -
O Q| —.
Pyl ,Q,)|Q) =~

Ocigledno je rtA=VxA.,
e Klasifikacija vektorskog polja A:

Potencijalno (bezvrtlozno): rotA =0 A divA = 0
Solenoidno (vrtlozno): rotA =0 AdivA=0
Laplace-ovo: rotA=0AdivA=0

Slozeno polje: rotA =0 A divA =0

> wnh =

24. Jednoznacéne i viSeznaéne funkcije. Navesti primere.

Funkcija f :C — P( C) naziva se kompleksnom funkcijom. Ako je f(z)jedinstveno odreden
kompleksan broj tada funkciju f nazivamo jednoznaé¢nom ili uniformnom. Ako je f(z)podskup skupa
C koji ima bar dve tacke funkciju f nazivamo multiformnom ili viSeznacnom.

Primeri:

a) f(z)=12°

Z= p-ei(ka”) 7%= p2 gl orakn) ne uti¢e na vrednost funkcije, te je ona
jednoznaéno odredena.
b) f(z)=Inz

INz=In(p-e@*)=Inp+Ine'@*" =

=Inp +i(p+2kx) K utige na vrednost funkcije
——

Re(Inz) Im(Inz)
f (z) = In z - multiformna funkcija



25. Pojam izvoda i diferencijabilnosti kompleksne funkcije. Veza sa
neprekidnoscu.
Neka je funkcija f(z)jednoznacno definisana u nekoj okolini taSke z, € C. Izvod funkcije f(z)u tacki

Z, definiSemo pomocu

. f(z,+Az7)-f(z
f'(z,)=lim (2 )= 1(z)
Az—0 AZ

Pod uslovom da postoji konacna grani¢na vrednost. UoCimo da zamenom z = 7, + Az dobijamo
ekvivalentnu definiciju izvoda izrazom

. f(2)-f(z

f I(ZO) — ||m ( ) ( O)

1, Z— ZO

Funkcija koja ima izvod u tacki z, naziva se diferencijabilnom u toj tacki.

Iz diferencijabilnosti funkcije sledi neprekidnost.
Neka je funkcija diferencijabilna u tacki z,. Uslov diferencijabilnosti funkcije ekvivalentan je uslovu

postojanja kompleksnog broja Ai funkcije w(z)tako da je
£(2) - £(20) = AZ-2,) +W(2)(2 - 2,)
pri &emu vazida je limw(z) =0

Odavde dobijamo da je lim(f(z)- f(z,))=f (z,)lim(z-z,) =0, odakle sledi da je lim(f(z))= f(z,)

$to pokazuje neprekidnost funkcije u tacki z,. Obrnuto ne vazi. Posmatrajmo funkciju f(z)=7Z =x-yi.
Funkcije u(x,y) = Xi v(x,y) =—-Y su neprekidne pa jei f(z)=7Z neprekidna funkcija. Kako je

lim f(z, +Az)- f(z,) _ lim Az _ lim Ax—iAy

Az-0 Az Az50 Az Mx-0,8y-0 AX + iAY

uzimajuc¢i da je Ay =0, a AX — 0dobijamo grani¢nu vrednost 1, a uzimajuéi Ay — 0, a Ax=0dobijamo
-1. Dakle, grani¢na vrednost ne postoji pa funkcija nema izvod ni u jednoj tacki.

26. Cauchy-Riemanovi uslovi. Iskaz i dokaz.
Jednoznaéna funkcija f(z) =u(x,y)+iv(x,y), gde je z =X+ i, je diferencijabilna u tacki z, = X, +1y,

ako i samo ako su u(X, y)i v(X, y) diferencijabilne u tacki (X,,Y,)ivaze
Cauchy-Riemanovi uslovi
ou ov . ou ov
&(Xoa yo) za(xov yo) I a_y(xov yo) = _&(XO' yo)

Dokaz:
Uslovi su potrebni. Ako je f diferencijabilna u tacki z,, tada postoji grani¢na vrednost

f(z,+Az)— f(z,)

f I(ZO) - AI!TO AZ
, . u(x, + AX, y, + Ay)—u(x,, V(X +AX, Y, + AY) —V(X,,
odnosno, f (ZO):AIJ(TO{ (% ZOX—HX; (%, y0)+| (% XOXHZ; (X YO)} _
Ay—0

Kako prethodna grani¢na vrednost ne zavisi od krive po kojoj Ax — 0i Ay — 0 posmatrajmo dva slucaja:
(i) Akoje Ay =0, a Ax — Odobijamo da je
. u(x, + AXx, —U(X,, . V(X, + AX, —V(X,,
.I: '(Zo): ||m ( 0 yO) ( 0 y0)+| ( 0 yO) ( 0 yO)
Ax—0 AX AX

ou . OV
:&(XOIYO)+|&(X0'y0)-
(i) Akoje Ay — 0, a Ax=0dobijamo da je

f'(z,) = lim U(Xo:yo+AY)—U(X0,yo)+iv(x0,y0+Ay)_V(XO,y0)
0 1Ay iAy

Ay—0



:_I%(XO’ yo)""%(xo’ Yo)

IzjednaCavanjem realnih i imaginarnih delova iz (i) i (ii) dobijamo Cauchy-Riemanove uslove.
Odavde dobijamo vise razlic':itih izraza za izvod funkcije:

f I(Zo)_ (Xo’yo)'H (Xovyo) ay(xovyo)_i%](xo’yo)

:&(Xo,yo)—ia(xo,yo) (o’yo)‘H (Xo’yo)-

Dokaz diferencijabilnosti funkcija u(X, y)i v(X,y). Kako je f(z)diferencijabilnau z, =X, +iy,iz
jednakosti (1) f(z,+Az)- f(z,)= A(Az)+W(z, + Az)Az dobijamo da je
U(XO +AX, Y, +Ay) + iV(Xo +AX, Y, +Ay) _U(Xov yo) - iV(XO' YO) =
f'(Zo)(AX+IAY) + (W, (X, + AX, Y, +AY) +iW, (X, + AX, Y, + AY))(AX +iAy)
pri ¢emu vazi da je AI)!TO W, (X, +AX) =0 i AI>I<I;nO W, (Y, +Ay) =0

Zamenjujuéi f'(z,) = Z—u(xo, Yo)—1 %J(XO, Y,) .nakon izjedna¢avanja realnih delova leve i desne strane
X

(2)

jednakosti (1), dobijamo da vazi
U(X, +AX, Y, + AY) —u(X,, Yo) = (xo, yO)Ax+ Y (xo, Yo)AY +

W, (X, + AX, Y, + AY)AX — W, (x0 +AX, Y, + Ay)Ay .
A Ay

<

V(A%)* + (Ay)? V(AX)* + (4Ay)?
lim |W1(x0 +AX, Y, + AY)AX =W, (X, + AX, Y, +Ay)Ay| 0
e Jaxy? + (ayy |

lim W, (X, + AX, Yo + AY)AX — W, (X, + AX, Y, + AY)AYy 0

30 V(AX) +(4y)’

Poslednja jednakost obezbeduje diferencijabilnost funkcije u(x, y) u tacki (X,,Y,) . Diferencijabilnost

1i

Kako je <1 imamo daje

Odakle sledi da je

funkcije v(x y) u tacki (X,,Y,) dokazujemo analogno, zamenjujuci u (1)

f'(z,) ——(xo, y0)+| v (XO, Y,) i izjednagavanjem imaginarnih delova.

Uslovi su dovoljni. Kako su funkcije u(x, y)i v(x, y) diferencijabilne u tacki (X,, y,) imamo da vazi (3)

ou ou ,
U(Xy +AX, Yo +Ay) —U(Xy, ¥o) =8_(X01 yo)AX"‘_(XOf Yo)AY +6,(X, +AX, Y, + Ay) i

(4) V(X,+AX, Y, +AY)—V(X,, Y,) = (xo, yO)Ax+ Y (xO, Yo)AY +6, (X, + AX, Y, +Ay) , pri Eemu je

(5) ||m Hl(XO +AX’ yO +Ay)

N30 V(A% +(Ay)*

=0,zai=12.

Sabiranjem jednakosti (3) sa jednako$¢u (4) koja je prethodno pomnoZena sa i dobijamo da je

ou .ov ou .ov

f(z,+Az)-f(z,) = (&+I&j Ax+[§+i—j Ay +
(%+Yo) (%:¥o)



+0,(X, +AX, Yo + AY) +16, (X, + AX, Y, + AY) .

Zamenjuju¢u Cauchy-Riemanove uslove Z—u :% i a_u = —? u prethodnu jednakost dobijamo da je
X X
F(z,+A2)— F(z) = L+id)  (ax+iny)
O OX iy,

+6, (X, + AX, Y, + AY) +16, (X, + AX, Y, + Ay)
A kako je zbog uslova (5)
lim 6, (X +AX, Yo + AY) +16, (X, + AX, Yy + Ay) _
Ax—0 AX+iAy

Ay—0
Na osnovu (1), zbog ekvivalentnosti apsolutne i obi¢ne konvergencije ka nuli, sledi da je funkcija
f (z) diferencijabilna u z,.

0

27. Pojam krivolinijskoq integrala kompleksne funkcije kompleksnoq

argumenta.
Neka je funkcija f (z)jednoznacno definisana i neprekidna u svim tackama rektificibilne krive 1. Neka je

kriva podeljena tatkama z, =I(t) (i=0,1,.....,n), kao na slici
koje odgovaraju podeli P:a=t, <t, <---<t; = .

A
Neka je A= max|z,, im

0<i<n-1

— 7| dijametar podele. Ako su

6.(i=1,---,n-1) proizvoljne tacke krive | koje pripadaju

delu krive izmedu tacaka z;i z;,,, izrazom

i+17

S, (=3 1)z -2) =3 ()42

gde je Az, =z, , -7, , definiSemo integralnu sumu funkcije =0 PESVE Y v "h?[f"'
f po krivoj | . Ako postoji kompleksan broj | takav da je
Ling S, =1, tada | nazivamo vredno$éu kompleksnog integrala funkcije f duz krive |i ozna¢avamo ga

sa .f f(z)dz . Uoc¢imo da je uslov 4 — 0 ekvivalentan uslovu n — oo te je integral moguc¢e definisati kao
|

limS,(n)=1.

28. Cauchz-Gortasove teoreme. Iskaz i dokaz.

Prva Cauchy-Gortasova teorema. Neka je | prosta, deo po deo glatka kontura koja ograni¢ava
jednostruko povezanu oblast D . Ako je funkcija f regularna u svim tackama oblasti D i krive |tada je

[ f(2)dz=0.
|
Dokaz: Pozivamo se na teoremu koja tvrdi da za funkciju f (z) =u(X, y) +iv(X, y) jednoznacno

definisanu i neprekidnu u svim tackama krive | sledi da J. f (2)dz postoji ako i samo ako integrali
|

.[u dx—v dy; .[v dx+u dy postoje i pritom vazi (1) _[ f(z)dz =Iu dx—v dy+ijv dx+u dy.

| | | | |

Kako podintegralne funkcije na desnoj strani jednakosti (1) zadovoljavaju uslove Green-ove

teoreme za krivolinijske integrale dobijamo da je j f(2)dz = H 8_U+Q dxdy + IH v M dxdy .
, 5\ 0y OX 5\ 0y OX

Primenjujuéi Cauchy-Riemanove uslove integrali na desnoj strani su 0, ¢ime je tvrdenje dokazano.



Druga Cauchy-Gortasova teorema. Neka su |, i |, proste, deo po deo glatke konture, koje

ograni¢avaju dvostruko povezanu oblast D pri ¢emu je |, spoljasnja a |, unutradnja kontura. Ako je
funkcija f regularna u oblasti Di u tackama krivih |, i |, tada je

[ f(@)dz= | f(2)dz.

I 12
Dokaz: Neka I1+i I2+ oznacavaju pozitivno orjentisane krive b 1 x
e |

l, i I, . Spojimo ove krive sa krivom } kao na slici. Kako je v —
f regularna funkcija, zbog prve teoreme imamo da je ;‘,*‘2 = r'_.
[f@dz+ [ f(2)dz+ [ F(2)dz+ [ f(z)dz=0 )
Il }/_ 7/+ I2 EH“‘-\-.._,_\__-.
Iz I f(z)dz + I f(z)dz =0, sledidaje . e ——e

y ' Re

_[ f(z)dz+ j f(2)dz | &ime je teorema dokazana.
I I2

Teorema se moze generalizovati za n-tostruko povezanu oblast:

fd=n f(z)d
I(z)z ij (2)dz

+ =1+
Iy I

29. Cauchy-jeva integralna formula i n-ti izvod funkcije pomoc¢u inteqgrala.
Neka je | prosta, deo po deo glatka kriva, koja ograni¢ava jednostruko povezanu oblast D . Ako je
f regularna funkcija na skupu Di krivoj |, tada za svaku tacku a € D vazi da je

@)= — [ 2

2717 z—a

|+

pod istim pretpostavkama vazi da je

@) = —— [ g

271 % (2 -a)*

Indukcijom se moZe pokazati da vazi

(n) _n! f(2)
=5 |I+ (2_a) dz

30. Pojam Laurentovoq reda funkcije. Teorema o koeficijentima reda. Dokaz.
Neak je a e Cfiksirani broji c,(n e Z)brojeviiz C. Izraz

+00 0 n=-1 N +00 0
> cp(z—a)"= > cp(z-a)"+ ) c,(z-a)
N=—c0 Nn=—co n=0

nazivamo Laurentovim redom pri ¢emu prvu sumu na desnoj strani jednakosti nazivamo glavnim
delom, a drugu sumu regularnim delom Laurentovog dela.



Teorema o koeficijentima Laurentovog reda: Fukncija f regularna u prstenu

P={zeC| r<|z-a|<R},gdeje acC,a 0<r<R<+w. Tada se vrednost funkcije f u svakoj tacki

Z € P moze predestaviti Laurentovim redom pri &emu su njegovi koeficijenti ¢, dati sa
1 f(z)
Ch==— |

27“ - (Z _a)n+l

gde je | bilo koja kontura koja obuhvata tacku a i sadrzana je u prstenu P . Pritom dati red konvergira
ka vrednosti funkcije f utacki z.

Dokaz:

Neka je z,fiksirana, proizvoljno izabrana tacka kruznog prstena

P.Nekasu T, ={zeC| |z-a|=r, >r}i
I',={zeC| |z-a=R,, R, <R} kruznice sa centrom u a.
Ove kruznice opisujemo kako bi funkcija f bila regularna

i na granici i unutar kruznog prstena izmadu njih. Neka je
y={zeC| |2-1zy|=p} pri€emu y leZi unutar prstena

ograni¢enog krivama I';i I',. Na osnovu druge Cauchy-
Goursatove teoreme vaZzi da je

[ 1@ g [ 1@, [ 1@,

FEz—zo F1+z—zo L 7—17
a kako zbog Cauchyeve integralne formule vazi da je _[ Mdz = 27if (zg) iz prethodnog dobijamo da
z-12
't 0
je
1 f(z 1 f(z
(1) f(Zo): J. ()dZ— J. ()dZ
2rl 5. 7117 2rl 5. 7117
I3 Iy
- Zp—a
Kako je za z €I'y zadovoljeno |ZO a|:| 0 |< 1 tada je
zZ-a Ry
f(zp) _ f(2) _ f(Z)- 1
z2-12y z-a—(z—-a) z-a q_Z0—2
Z—a
B 400 (ZO _a)n (Z)
a=0 (Z _ a)n+1

odakle sledi da je

f(2) N f(z) n
: dz = — 4z |(zg-a)"

|Z—a|_ n

Sli¢no, za ZEFl,ZbOg‘Z a‘_|z a|
0~ 0~

< 1 imamo da je



fz)  f(@  _ f@ 1
YA

7-72y z-a—-(z-a) z-a q_ 2—@

lp—a

& (z-a) < (zp-a)"
=—y —— __f(2)=- ———f(z
ngo (Zo_a)n+1 ( ) n:z—oo (Z_a)n+1 ( )

pa dobijamo da je

-1
@ | ) g, 2 I&dz (zg—a)"

7—7 ~ _ n+1
FI— 0 N=—o0 Ff (Z a.)

Redovi u jednakostima (2) i (3) konvergiraju uniformno jer je funkcija f ograni¢enana I';i I, i
geometrijski red uniformno konvergira, pa je bilo moguée izvrsiti integraciju ¢lan po ¢&lan elemenata
sume. Zamenom (2) i (3) u (1), s obzirom na Cinjenicu da se integrali pod sumama mogu smatrati
integralima po bilo kojoj konturi | koja obuhvata tacku a i pripada kruznom prstenu P (to je zbog
Cauchyjeve integralne formule n-tog izvoda funkcije), sledi tvrdenje teoreme.

31. Redukcija Laurentovog reda funkcije na Taylorov, za reqularne funkcije.
Iskaz i dokaz.
Ako je funkcija regularna u oblasti D ={z | |z —a| < R} tada se ona moze na jedinstven nacin predstauviti

Taylorovim redom

100 f (n)(a)
|

f(2)=>

n=0

(z-a)

Dokaz:
Primenjujuéi teoremu o koeficijentima Laurentovog reda imamo da je

C_p = zimlj f(z)(z-a)"tdz=0

jer je podintegralna funkcija regularna unutar oblasti D . Sa druge strane, zbog jednakosti

f(”)(a): n!'[ f(2) 1 J~ f(2) dr - f(n)l(a)

- dz imamo da je C,, = — 70z =
27l I+ (z_a)n+l 27l | (z_a)n+ n

¢ime je tvrdanje dokazano.

32. Vrste sinqulariteta funkcije. Veza Laurentovog reda i sinqulariteta
funkcije.

Funkcija f(z)je regularna u nekoj tacki ako je diferencijabilna u toj tacki, a regularna na nekom skupu
ako je regularna u svim tatkama tog skupa.

Funkcija f(z)je analiticka ne nekom skupu ako je regularna u svim tackama tog skupa sem mozda u
njih kona¢no mnogo i te tacke nazivamo singularitetima funkcije.

Ako je taCka z, singularitet funkcije i postoji okolina oko z, na kojoj je funkcija regularna, tacku

Z, nazivamo izolovanim singularitetom. Postoje tri tipa izolovanih singulariteta i to:

a) Tacka z, je otklonjiv singularitet ukoliko postoji konacan Zliry f(2)
-7

b) Tatka z, je pol ukoliko je lim f(z) = oo
z

—1Z

c) Tacka z, je esencijalni singularitet ukoliko Z|Ir£1 f (2) ne postoji.
—1Z

Veza Laurentovog reda i singulariteta funkcije:
Neka je funkcija f regularna u okolini |z —z,| < R izuzev u tacki z,.

a) Tacka z, je otklonjiv singularitet ako i samo ako je glavni deo Laurentovog reda jednak O.



b) Tacka z, je pol ako i samo ako glavni deo Laurentovog reda sadrzi konacno mnogo Clanova.

Ako su pritom svi ¢lanovi Laurentovog ¢ , za k > njednaki nuli, a ¢ , # 0, kazemo da je z,pol n-

tog reda.
c) Tacka z, je esencijalan singularitet ako i samo ako glavni deo Laurentovog reda ima

beskonacno mnogo ¢lanova.

33. Pojam ostatka funkcije u konac¢noj tacki i u beskonac¢nosti
Neka je funkcija f (z)jednoznacno definisana i regularna u okolini |2 —zy| < R, sem mozda u tacki zg .

Ostatak (rezidum) funkcije f(z)u tacki z;, u oznaci Res(f,zy) definiSemo pomocu

Res(f,zo)zzi”i j f(z)dz

gde je C" pozitivno orjentisana kruznica, sa centrom u z,, dovoljno malog polupreénika tako da je
unutar okoline u kojoj je funkcije regularna.

Neka je f(z) regularna funkcija u oblasti R < |z| < oo . Ostatak funkcije f utacki z =0 definiSemo
pomocu

Res(f o) = Zim [ f(2)z

gde je C™ negativno orjentisana kruznica, sa centrom u 0, dovoljno velikog poluprecnika tako da se
nalazi unutar oblasti na kojoj je funkcija regularna.

34. Ostatak funkcije u polu reda n. Dokaz.
Neka je z, € C pol reda n funkcije f(z). Tada vazi da je

Res(f,zo)_( f TR lim ((z—z )" £ (z)) ("D

Dokaz: Kako je z, pol reda n, tada Laurentov red funkcue f u okolini tatke z,ima oblik

f(2)= +o C1 +c0+cl(z—zo)+c2(z—zo) +..

(Z - Zo) (Z —Zg)
MnoZenjem sa (z— zo) prethodne jednakosti i nalazenjem (n-1)-og izvoda dobijenog izraza, dobijamo
daje
(z-120)" £ (@)D =(n-1)lc_; +nlcy(z—20) +... .
odakle pustajuci da z — z, dobijamo da je

I|m ((z ~20)" £ (2))(" D, sto je trebalo dokazati.

LT o)

35. Izracunavanje ostatka u beskonac¢nosti. Iskaz i dokaz.
Ostatak funkcije f utacki z=oo izraunava se pomocu

Res(f,o)=—-Res %f(ij;o
Z Z

Dokaz: Neka je C~ :|z| = R negativno orjentisana kruznica, dovoljno velikog polupre¢nika R, koja

predstavlja okolinu taCke oo . Uo€imo da se reciproénim preslikavanjem w = —ona preslikava u pozitivho
z
orjentisanu kruznicu (posto recipro€na funkcija gornju poluravan slika u donju i obrnuto, a zbog

1 1
konformnosti oGuvava raspored tataka) C* :|W| ZE pri ¢emu je E dovoljno malo. Imamo da je



Res(f (z2);») = '[ f(z)dz , odakle uvodeci smenu z = 1 (dz= —izdw) dobijamo da je
- w w
C
Res( f (2);0) = = [ — T ()dw=—Res(=  (2):0).
27 o W2 w 22 Z

36. Ostatak funkcije izrazen pomoc¢u koeficijenata Laurentovog reda.
Ostatak funkcije f(z) u kona€noj tacki z, jednak je koeficijentu ¢ , iz Laurentovog razvoja

Y. ¢,(z-12,)" funkcije f(z) utacki z,.

nN=—o0

Ostatak funkcije f(z) u tacki o jednak je koeficijentu c, iz Laurentovog razvoja Z c,z " funkcije f(z)

n=—w

u tacki oo.

37. Cauchzjeva teorema o rezidumima.
Neka je f(z)jednoznacno definisana analiticka funkcija u oblasti D, koja je regularna u svim tackama

konture | koja ograni¢ava oblast D . Naka su z;,7,,...., Z,, izolovani singulariteti funkcije koji se nalaze u
oblasti D. Tada vazi

j f(z)dz = Zﬂizn: Res(f,zy)
k=1 '

|+

Dokaz: Oko svake tacke iz z, opiSemo kruznicu C, , dovoljno malog

poluprecnika, koja je smestena unutar oblasti D . Zbog druge
Cauvhy-Gortasove teoreme imamo da je
n

n
[ f(@)dz=Y" [ f(2)dz =271 Res(f,z) ,
|+ k=lC+ k:]-
k
Cime je tvrdenje dokazano.

38. Zbir ostataka analiticke funkcije u zatvorenoj kompleksnoj ravni.
Zbir ostataka analititke funkcije f (z)u zatvorenoj komlleksnoj ravni C”jednak je nuli.

Dokaz: Neka su 7;,7,,...., Z, kona¢ni izolovani singulariteti funkcije f(z)ineka je C kruznica takva da
su svi konacni singulariteti unutar oblasti koju ona ograni¢ava. Imamo da je

Res(f;oo):ﬁj' f(z)dz:—ﬁj f(z)dz.
c™ c*

n
odakle, zbog Chauchyjeve teoreme o rezidumima teoreme dobijamo da je Res(f ;)= —Z Res(f;z,),
k=1

n
odnosno Res(f;)+ Z Res(f;z) =0, ¢ime je tvrdanje dokazano.
k=1



39. Prva Jordanova lema. Iskaz i dokaz.
Neka je funkcija f neprekidna na skupu

D={z | |z|>Ry, Im(z) >a, a=0}. Ako je d im
lim f(z)=0 tada za svako m>0
Z—>0 D
Im(z)>0
vazi da je P C,
lim | e™f(z)dz=0 &
R—)OOCJ ( ) , A—\ :
R ’.I’ 'I \ ; "
gde je Cg ={z | |Z|: R, Im(z) >a, R>Ry}. . h \1‘ :Cﬁ"
R R, R Re

Dokaz: Posmatrajmo krivu C, koju éemo dopuniti delovima iznad realne ose do prave Im(z) =ai

oznatiti sa C,. Uvodeti smenu z=Re", za ¢ €[0, 7] dobijamo da je
[ €™ f@)dz|< [ ™| (2)]|dz] < [ "™ (2)]|c
Cr Cr c;

/4

Il
Py
ot—

‘eimz i (z)dzHe_chowa (Rei(p)‘d(p _

—mRcos¢p

Kako je ‘e =1 I kako za svako & >0 | dovoljno velike polupre¢nike R vazi da je ‘ f (Rei“" <eg,

posto je lim f(z)=0, imamo da je
Z—>0

. 7 .
j e'M?f(z)dz| < joe_mRs'”‘”dgo

Cr 0
Primenjujuéi Jordanovu nejednakost dobijamo da je
r _2MRe
i B ETT -mR er
je'mzf(z)dz gjoe 7 dp=""(1-e My <=
c 0 2 2
R

Pustajuci da ¢ tezi nuli sledi tvrdenje leme.

40. Druga i treca Jordanova lema. Iskaz i dokaz.

Druga Jordanova lema. A Im
Neka je funkcija f neprekidna na skupu CR

D={zeC | a<arg(z-zp) < f}. Akoje
lim(z-z5)f(z)=A
Z—>0

zeD
tada je
lim j f(z)dz =iA(B - a)
R— o0
CR
. 4"-
gde je Rt?
Cr={zeC||z-25|=R, a<arg(z—z5) < S}.
Dokaz: Za dovoljno velike Ri proizvoljno & > 0funkcija se moze predstaviti u obliku
(z-129) f(z) = A+ g(2) tako da je |g(z)| < &, odakle sledi daje f(2) ZL+M. Iz poslednje

1-2p 1-1
jednakosti imamo da je



Uvodeéi smenu z =z + Re'?, za ¢ €la, f] donijamo da je

A . g(z)
=qd¢:mﬁ—a)i j———uzsqﬂ—ay
I -1
R o R
Za dovoljno velike R, pustajuci da ¢ tezi nuli, dobijamo tvrdenje leme.

Treéa Jordanova lema.
Pod istim pretpostavkama kao u drugoj Jordanovoj lemi iz uslova

lim(z-2,) f (2) = Astedidaje i j f(2)dz=iA(S - a).

ZeD R

Dokaz: Tvrdenje leme dokazuje se indeti¢no kao tvrdenje druge Jordanove leme pri ¢emu se uslov “za
dovoljno veliko R” zamenjuje uslovom za “dovoljno malo R”.

41. Razvoj funkcije u Fourierov red na segmentu [-n.x]. Uvodna teorema i

definicija.
Ako red oblika

400
nzX . nzXx
1 A+ a cosT+bn sin—=—
n=1

konvergira uniformno ka nekoj funkciji f (x) na intervalu [-I,1]tada je

1! nzX 1! . NzX a
2 ansz f(x)cosl—dx i bn:TI f(x)sml—dx, A:70

Dokaz: Kako red uniformno konvergira ka f (x) tada vazi da je

& nzX . NzX kzx
@) f(x)=A+ Z ap COSI—+ by, sin - MnozZenjem jednakosti (3) sa sinlii integracijom
n=1

|
od —ldo I, kako je Isin@: 0, dobijamo da je
—|

(3") j f(x)sm—dx Zanfcos@sm@dxm Ism%sm@dx

n=l |
Analogno mnozenjem (3) sa Cos@dx, s obzirom da je J.COS@ =0, i integracijom od —I do
| dobijamo da je

|
" kzx X kxx nzx  kzx
(3") I f(x)cos—dx Zan I cos 72X cosde+b Ism—cosde

kzx . . kzx
Odredimo vrednosti integrala koji uestvuju u (3’) i (3”). Kako su funkcije cos T dxsin T dx,

. kzx kzx
sin T dx cos T dx, (k € N) neparne, a interval integracije simetri¢an u odnosu na 0, njihovi integrali

su 0. Posmatrajmo preostale integrale, za k = n. Imamo da je

+l
cos@cos k j (cos (n= k)x (n - k)x

)dx =0
-1

kzx

Ismmsm—dx_ j(cos n_k)x—cos (n+k)x
27

)dx =0



U slu¢aku k =nimamo da je
2k X

jcos2 kX dx ——I (1+cos )dx =1

J'sm2 kX dx_—j(l— oS 2k”X)dx_l

U obe jednakosti (3') i (3”) samo za k = nintegrali pod sumama su razli¢iti od 0, te iz (3’) dobijamo da je
| |
b, =%I f(x)sin#dx, a iz (3”) dobijamo da je a, :%j f(x) cos@dx. Na kraju, ako jednakost (3)
- -
8

integralimo od —| do | dobijamo daje A= 7éime je dokaz zavrsen.

Neka je f funkcija definisana na intervalu [—I,l] i periodi¢na sa periodom 2l . Trigonometrijski
Fourierov red funkcije f defini$e se izrazom (1), pri ¢emu su koeficijenti a, i by, definisani sa (2).

42. Parsevalova nejednakost Iskaz i dokaz.

X
uniformno konvergira ka f (X) tada vazi jednakost

Nz Nz
Ako Fourierov red A+ Z a, Cos — I Xy by, sin
n=1

14 2 al &, 2 2
I—j(f(x)) dx = >+ (3n +b7) gdesu
n=1

|
I f(X) COS@dXI b, = I j f(X)SInanx koeficijenti Fourierovog reda funkcije f(x).

dp,an =

Dokaz:

40 n
T X . NxzX
Mnozenjem jednakosti f (X) = A+ Z an COSI—+ by, sin sa f(X)iintegracijom od—ldo |

n=1

dobijamo J.(f(x)) dx_aoj f(x)dx+zanj f(x)cosde+b jf(x)sml—dx
n=1 |
=E|+|f(a§+b§)
2 n=1

43. Besselova nejednakost. Iskaz i dokaz.
Ako je funkcija f neprekidna na intervalu [—I,l] tada vazi nejednakost

af &, o .2 _1] 2
?+Z(an+bn)ﬁl—j(f(x)) dx , gde su
= e

I

8,8y = j f(x) cosI—dX| b, = I _[ f (x)sin nl—dx koeficijenti Fourierovog reda funkcije f (x).
—I

Dokaz:

ap Nz X Nz X
Oznagimo sa S, (x) sumu S (X) = 7+ Z ap COS —— | +b, sin o (1)
n=1



Imamo da je j (f(x)—Sk (X))ZdX >0, posto je podintegralna funkcija pozitivha, odakle dobijamo da je
-

I I [
2J. f (X)Sy (x)dx = J (S (x))2dx SI (f (x))zdx (2). MnoZenjem jednakosti (1) sa 2 f (x)i integracijom
| e |

od—l do | dobijamo da je
| By R
2] (08 ()dx =2l 70+ S @i+bd) | ().
— n=1

Kvadriranjem jednakosti (2) i integracijom od —Il do | dobijamo daje
|
j f(x)S, (x)dx =1 =2+ Z @2+b2)| (1.
-1

Zamenom (1°)i (1”) u (2) i pustajuci da k — +oo dobijamo Besselovu nejednakost.

44. Riemannova lema. Iskaz i dokaz.
Za koeficijente trigonometrijskog Fourierovog reda neprekidne funkcije f(x), vazidaje

lim a,= lim b,=0.
N—+co N—>+o0

Dokaz.

8§ & o o 1! 2
Zbog Besselove nejednakosti 70+ Z (an +by) ST I (f(x))“dximamo da red
n=1 -

B, 5 +o0 o0
D" (af +bf7) konvergira, te konvergiraju i redovi D |an| i D |bn|. odakole sledi tvrdenje teoreme.
n=1 n=1 n=1

45. Teorema o uniformnoj konvergenciji Fourierovoq reda. Iskaz i dokaz.
Neka je f(X) neprekidna, periodi¢na funkcija, sa periodom 2| , takva da je f '(X) deo po deo neprekidna

funkcija. Tada Fourierov red funkcije f (x) uniformno konvergira ka f(x) na intervalu [-I,1].
Dokaz:
Neka su X, X,,...., X, taCke prekida funkcije f'(X)naintervalu [-I,1]. Imamo da je

I |
anz%J. f(x)cos@dx——(j f(x)cosl—dx+j f(x)cosl—dx+ +J' f(x)cosl—dx)

Odakle parcijalnom integracijom dobijamo da je
nz nz I
an :—(f(x)smTJr f(X)SlnI—X+ -+ f(x)sm—)——J' f (x)sm—dx_——Bn,
nz
I
I
gde su B, koeficijenti Fourierovog reda razvoja funkcije f '(x). Sli€no pokazujemo da je b, =——A,,

nz
gde su A takode Fourierovi koeficijenti za funkciju f '(x) na intervalu [-I,1].

Kako je
[Br| |An|

nzX .
ay, CoS T +bsin X |_|an|+|bn|< [t
Da bi pokazali da Fourierov red uniformno konverglra, dovoljno je da pokazemo da brojni red

B
z (| | | L |) konvergira, pa Ce tvrdenje teoreme vaziti zbog Weierstrassovog kriterijuma uniformne



1 B 1 1
konvergencije funkcijskih redova. Polazedéi od (| Bn|——)2 >0 dobijamo da je M SE(Bg +—2), a kako
n n n
redovi na desnoj strani poslednje nejednakosti konvergiraju zbog Parsevalove nejednakosti i
1 B
konvergencije reda » — sledida i Z@takode konvergira.
n

n
Al

Sliéno se pokazuje dai Y ' konvergira.
n

46. Definicija originala i definicija Laplaceove transformacije.
Funkciju f :R — C nazivamo originalom ako su ispunjena sledeca tri uslova

(a) funkcija je deo po deo neprekidna zajedno sa svim svojim izvodima dovoljno velikog reda, pri
¢emu na svakom konaénom intervalu moze imati najvise konaéno mnogo prekida i to prve vrste,
(b) funkcija f zadovoljava uslov kauzalnosti, odnosno

f(t)=0 zasvako t<0
(c) postoje pozitivni brojevi M >0 i S, >0 takvi da vazi
|f (1) < MeSo' | za svako t>0.

Pri tome se realan broj S, naziva apcisa konvergencije ili pokazatelj rasta funkcije f .

Za p e C Laplaceovu transformaciju F(p), funkcije f (t)koja je original, definiSemo nesvojstvenim
integralom
def +00
L(f(®) = F(p)= [ e Pti()dt.
0

47. Teorema o dovoljnom uslovu za egzistenciju Laplaceove transformacije.
Iskaz i dokaz.
Neka je funkcija f original i neka je Re(p)>a>S; >0, gde je S,apcisa konvergencije. Tada

+w +CX)
j e Plt (t)dt postoji, odnosno Laplaceova transformacija F(p) = J e Py (t)dt je dobro definisana.
0

0
Dokaz:

Kako je ‘ f (t)‘ < MeSot Re(p) > a > S, dobijamo da je
+00 +00
F(p)|=| [ e P et/ = | ‘e—Re(p)tHe—'m(pﬁ“ f ()|t
0 0
<M T e~Re(P)tgSolgr < M TO e+ Sol gt
0 0
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48. Teorema o ponasanju Laplaceove transformacije kada arqument tezi

beskonacnosti. Iskaz i dokaz.
Neka je F(p)Laplaceova transformacija originala f (t). Tada vazi da je

limF(p)=0

p—




Dokaz: Neka je p =Re(p)+ilm(p)takvo daje Re(p)<a>S;.Imamo da je

+20 +00
F(p)< [ e ®eP|fpdt<m [ e (Re(P)-Soktgy
0 0

M (=t —eRePS)ty M
Re(p) - So 0 Re(p)-So

odakle pustajuc¢i da p — oosledi tvrdenje teoreme.

49. Teorema slichosti, Teorema pomeranja i Teorema kasnjenja. Iskazi i
dokazi.

Teorema sliénosti: Ako je aeC tadaje L(f (at)) = % F (g) .

+00
Dokaz: Polazeéi od definicije Laplaceove transformacije imamo da je L(f (at)) = I e PLy (at)dt .
0

+0 P
Uvodeéi smenu at =u, dobijamo da je L(f (t)) :% j e 2f(u)du= % F(E) .
0

Teorema pomerenja: Ako je py € C tada je

L(eP' f (1)) = F(p- po).

Dokaz: Polazeci od definicije Laplaceove transformacije imamo da je

L(f (™' f (1)) =+foe‘(p‘p0>‘ f(t)dt=F(p—pp)-.
0

Teorema kasnjenja: Ako je 7 >0 tada je

L(f(t-7))=e P F(p)
Dokaz: Polazeci od definicije Laplaceove transformacije imamo da je
+00
L(f(t—17)) = I e Pt (t—7)dt=F(p—pg) . Uvodeéi smenu t —7 = u sledi tvrdenje teoreme.
0

50. Teoreme o diferenciranju originala i diferenciranju slike.
Iskazi i dokazi.

Teorema o diferenciranju originala:
Ako je original f(t) n puta diferencijabilna funkcija tada vazi

L(f ™M) = p"F(p)- p"f(0) - p" 2 £ '(0)—---— £ ("D (0)

Dokaz:
+00

Imamo da je L(f'(t)) = '[ e Ptf (t)dt , odakle parcijalnom integracijom dobijamo da je
0

LT )= PO+ p [ &P @t = pF(p) (0
0

Indukcijom se dokazuje opsta formula za n -ti izvod funkcija.



Teorema o diferenciranju slike:

Lt"f @) =(-)"F ™ (p)
Dokaz: Kako integral koji definiSe Laplaceovu transformaciju originala konvergira, diferenciranjem
jednakosti (1), n puta po promenljivoj P dokazuje se tvrdenje.

51. Teoreme o inteqraciji originala i inteqgraciji slike. Iskazi i dokazi.

Teorema o integraciji originala:

t
L(J £ (u)du) =L F(p)
0 P
Dokaz: Parcijalnom integracijom dokazujemo tvrdenje. Imamo da je

t +00 t t +00
L([ fudu= | e—pt(jf(u)du)dt:imjf(u)du|g°°+l [ e P )dt=LF(p).
0 0 0 t 0 P 0 P

+00
Teorema o integraciji slike: Ako _[ F(u)du konvergira tada je
p

Ly = T R,
0

+%0 +00  +©
Dokaz: Kako je I F(u)du = J du J. e ' f (t)dt , zamenom redosleda integracija dobijamo da je
p p 0
+00 +00 +00 400 —Ut) - 400
[ Fdu={ f@dt [ e du= f(t)(e_r dt— | f () Olt:L(f(t))_
P 0 p 0 t P 0 t t

52. Teorema o poc¢etnoj i krajnjoj vrednosti. Iskaz i dokaz.
Za Laplaceovu transformaciju originala vazi

a) lim pF(p)=f(0) b) lim pF(p)= lim f(t)
p—o p—0 t—+w

Dokaz: a) Kako na osnovu teoreme o diferenciranju originala vazi da je L(f'(t))= pF(p)— f(0)ikako
zbog teoreme o ponaSanju Laplaceove transformacije kada argument p — o« vazi da je

lim L(f'(t))=0 pustajuc¢ida p — «osleditvrdenje.
P—+0o0

Kako je L(f'(t)) = pF(p)— f(0) i kako integral koji definiSe Laplaceovu transformaciju uniformno
konvergira, imamo da je

. T 2 —ptgo _+w . _pt \ _+w ' T
.!)'L“o pF(p)—f(O))_g)ano g e Ply (t)dt—g (Fl)l_r)noe Pty £ (t)dt—g f(t)dt=lim f (1)~ f(0).

Izjedna€avajuéi po€etak i kraj sledi tvrdanje teoreme.



53. Pojam konvolucije funkcija. Laplaceova transformacija konvolucije.
Neka su f(t)i g(t) originali. Konvoluciju funkcija fi g, uoznaci f(t)*g(t),ili (f *g)(t) definiSemo
integralom

t
f)*g(t)=[ f(t-2)g(r)dr
0

Neka su Laplaceove transformacije L(f(t))=F(p) i L(g(t)) =G(p). Tada je
L(T(t)*g(t)) =F(p)G(p).

Dokaz: Primenom definicije Laplaceove transformacije imamo da je

L(f(t)g(t) = Te_ptdtj' f(t-7)g(r)dz.
Kako za 7 €[0,t]vazidaje t €[z, +x], zamenjzjuéi redoosled integracije, dobijamo da je
L(f(t)g(t) = TO g(z)d TTO e Pts (t—7)dt . Uvodeéi u poslednjem integralu t —7 = s dobijamo da je
+(<)>o +Zo
L(f(t)g(t)) = J g(r)dr j e P(s+7) § (s)ds odnosno razdvajanjem podintegralnih funkcija dobijamo
0 0

daje L(f()g(1)= [ e P g(r)dz [ e P f(s)ds=G(p)F(p)
0 0



